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1. Relaciones de Ejercicios

1.1. Espacios normados

1.1.1. Cuestiones basicas

Ejercicio 1.1.1. Probar que dos normas en un mismo espacio vectorial son equiva-
lentes si, y so6lo si, dan lugar a los mismos conjuntos acotados.

Ejercicio 1.1.2. Si X es un espacio normado, parax € X y r € R, denotamos por
B(z,r) a la bola cerrada de centro z y radio r. Para x,y € X y r,p € RT, probar
las siguientes equivalencias:

a) B(x,r)NB(y,p) #0 <= [z —y|<r+p
b) B(x,7) C B(y,p) <= |z —yl|<p—7r

Ejercicio 1.1.3. Sea X un espacio de Banach y { B,,} una sucesién de bolas cerradas
en X, que sea decreciente, es decir, B,,; C B, para todo n € N. Probar que

N B. £0.
n=1

Ejercicio 1.1.4. Probar que, si X es un espacio normado, para cualesquiera =,y €
X \ {0} se verifica la siguiente desigualdad:

Ejercicio 1.1.5. Sean A y B subconjuntos no vacios de un espacio normado. Probar
las siguientes afirmaciones:

2]z =yl
max{|[z[|, [[y][}

Ty
- <
2l Tyl H

a) Si A es abierto, entonces A + B es abierto.
b) Si A es compacto y B es cerrado, entonces A + B es cerrado.

Dar un ejemplo en el que A y B sean cerrados pero A + B no sea cerrado.

1.1.2. Ejemplos

Ejercicio 1.1.6. En el espacio vectorial C' [0, 1] formado por todas las funciones
de clase C! en el intervalo [0, 1], con valores en K, se define

I£Il = [£(0)| + max {[f'()] : t € [0,1]} Vf € CT[0,1]

Probar que de esta forma se obtiene una norma completa en C* [0, 1].
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Ejercicio 1.1.7. En el espacio K" de todas las sucesiones de escalares, se considera
el subespacio definido por

X:{xEKN:i|x§1n)|<oo}

y se define una norma en X escribiendo

lzf =" 20y, e x
n=1

n

Probar que con esta norma, X es un espacio de Banach.
Ejercicio 1.1.8. Dar un ejemplo de una sucesién {x,} en ¢;:
a) que converja a cero en {4, pero no esté acotada en fs.
b) que converja a cero en ¢y pero no esté acotada en ¢;.

Ejercicio 1.1.9. Para cadan € N y cada t € [0,1] se define f,(t) = ¢" — "' y
gn(t) = t" — t?". Estudiar la convergencia de las sucesiones {f,} v {g.}:

a) en el espacio de Banach C'[0, 1].
b) en el espacio de Banach L,, con 1 < p < oo.
Ejercicio 1.1.10. Se consideran los conjuntos
U={zr€c:|z(n) <1 VneN} y V={rely:|z(n)| <1 VneN}

Probar que U es abierto en ¢y pero V' no es abierto en /.

1.1.3. Operadores y funcionales

Ejercicio 1.1.11. Sean X e Y espacios normadosy 7" : X — Y un operador lineal.
Supongamos que, para toda sucesion {x,} de vectores de X tal que {z,} — 0, se
tiene que la sucesion {T'(z,)} estd acotada. Probar que T' es continuo.

Ejercicio 1.1.12. En cada uno de los siguientes casos, probar que la aplicaciéon
f +— T(f) es un operador lineal continuo de C'[0,1] en si mismo, y calcular su
norma:

D [T = [y f(s)ds Vte[0,1], VfeC[o1]
m) [T(F)] (1) = £2£(0) V€ [0,1], Vf € C0,1]
m) [T(f)](t) = () Yt [0,1], Vf e C0,1]

Ejercicio 1.1.13. Fijada g € Ly [0, 1], probar que, para 1 < p < o0, la aplicacién
f + fg es un operador lineal continuo de L, [0, 1] en si mismo, y calcular su norma.
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Ejercicio 1.1.14. Se considera el espacio normado X = {f € C'[0,1] : f(1/2) = 0},
con la norma inducida por C'[0, 1], y el funcional lineal ¢ : X — K definido por

o(f) = / fydt VfeX

Probar que es continuo y calcular su norma.

Ejercicio 1.1.15. Sea {e,} la base de vectores unidad de ¢g. Probar que, para
I € ¢, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

I) La funcién |f]| tiene méximo en la esfera unidad de .
IT) Existe m € N tal que f(e,) = 0 para todo n € N con n > m.
Dar un ejemplo en el que no se verifiquen estas afirmaciones.

Ejercicio 1.1.16. Para 1 < p < oo, cualquier funcional lineal definido en ¢, alcanza
su norma.

Ejercicio 1.1.17. Encontrar un operador lineal acotado de ¢y en otro espacio de
Banach que no alcance su norma (esto es, que el supremo que define su norma no
sea un maximo).

1.1.4. Operaciones con espacios normados

Ejercicio 1.1.18. Dado un espacio normado X, sean f, g € X*\{0}. Probar que los
espacios normados ker f y ker g, ambos con la norma inducida por X, son isomorfos.
Dar un ejemplo en el que dichos espacios no sean isométricamente isomorfos.

Ejercicio 1.1.19. Si X e Y son espacios normados y Z = X X Y es el espacio
normado producto, probar que Z* es isomorfo al espacio de Banach producto X* x
Y.

Ejercicio 1.1.20. En el espacio normado cociente ¢, /¢y, calcular la norma cociente
||z 4+ col|, para cada x € {«.

Ejercicio 1.1.21. En el espacio de Banach C'[0, 1] se considera el subespacio
M ={geC0,1]:g(t) =0 Vt € [0,%/2]}

Probar que M es cerrado en C'[0,1], y calcular la norma cociente || f + M]|| para
cada f € C'[0,1].

Ejercicio 1.1.22. Para 1 < p < oo, se consideran los subespacios de L,, definidos
por

M=A{feL,: f(t)=0ctp. te[0,2}
Z={felL,: f(t)=0ctp. te[Y1]}

Probar que L, = M @ Z, suma topoldgica directa. Deducir que L, es isomorfo al
espacio de Banach producto L, X L,,.
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1.1.5. Espacios de dimensioén finita

Ejercicio 1.1.23. Sean X e Y espacios normados y supongamos que Y tiene di-
mensién finita. Probar que todo operador lineal sobreyectivo T': X — Y es una
aplicacion abierta.

Ejercicio 1.1.24. Sea f : [0,1] — K una funcién continua, y supongamos que
existen dos sucesiones de escalares {a,} y {b,} tales que:

1
lim |f(t) — ape’ — bpe™ | dt =0
0

n—0o0

Probar que existen a,b € K tales que f(t) = ae’ +be " para todo t € [0,1].

Ejercicio 1.1.25. Probar que, para cada N € N, existe una constante Cy € R*
verificando que, si P es un polinomio de grado N con coeficientes complejos, se tiene:

S P(k)| < O / P(t)] dt

Ejercicio 1.1.26. Sea X un espacio normado y M un subespacio de dimension
finita de X, tal que M # X. Probar que existe z € X tal que ||z|| = d(x, M) = 1.
Deducir que, si X tiene dimensién infinita, existe una sucesiéon {z,} en la esfera
unidad de X, tal que ||z, — z,,|| = 1 para cualesquiera n,m € N con m # n.

Ejercicio 1.1.27. En el espacio de Banach C'[0, 1] se considera el subespacio

M:{fEO[O,l]:/Olf(t)dtzo}

Probar que M es proximinal en C' [0, 1].
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1.2. Espacios de Hilbert

Ejercicio 1.2.1. Sean {x, }nen € {¥n }nen sucesiones en la bola unidad de un espacio
prehilbertiano. Probar que si ||z, + y, || — 2 entonces ||z, — y,|| — 0.

Ejercicio 1.2.2. Sea {x, },ey una sucesién en un espacio prehilbertiano X y x € X
tal que {(z, | )} — [|z||* v {l|z.||} — ||z||. Probar que {x,} — =.

Ejercicio 1.2.3. Sea X un espacio prehilbertiano real. Demostrar que para z,y € X
equivalen:

a) r L.
b) ||z + ty|| = ||z — ty|| para todo t € R.
c) ||z + ty|| > ||z|| para todo t € R.

Ejercicio 1.2.4. Calcular la proyeccién ortogonal en ¢5 sobre el subespacio M gene-
rado por los vectores v; = (1,1,0,0,...),v9 = (1,0,1,0,...) yvs = (1,0,0,1,0,0,...).

Ejercicio 1.2.5. Calcular el minimo valor de la integral
1
/ [sen(mt) — a — bi[2 dt
-1

para a,b € C.

Ejercicio 1.2.6. Calcular el minimo valor de
1
/ |2® —a — br — cz?|* da
-1

siendo a, b, c niimeros reales.

Ejercicio 1.2.7. Sea M = {x € {y : z(1) = z(2) = z(3)}. Probar que M
es el complemento ortogonal del subespacio de ¢; generado por los vectores u =
(1,-1,0,0,...) yv =1(0,1,—1,0,...). Obtener la descomposicién de cualquier vec-
tor de f5 como suma de un elemento de M y otro de M*.
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1.3. Teorema de Hahn-Banach

Ejercicio 1.3.1. Sean ¢, dos seminormas en un espacio vectorial X, y sea f :
X — K un funcional lineal verificando que

1f(2)] < p(x) +¢(x) VeeX
Probar que existen dos funcionales lineales g, h : X — K tales que:

f(@) = g(x) + ), [9(x)] <elz), [h(x)] <Pp(z) YeeX

[Indicacion: En el espacio vectorial X x X considérese la seminorma p definida por
p(x1,22) = p(x1) + ¥(x2) y en el subespacio A = {(z,z) : + € X} considérese el
funcional lineal h definido por h(z,z) = f(x).]

Ejercicio 1.3.2. Sean X un espacio normado real y M un subespacio vectorial de
X. Probar que si f,g € M* verifican que |f(m)| + |g(m)| < ||m]|| para todo m € M,
entonces existen h, k € X* que extienden a f y g respectivamente y verifican

[h(z)] + |k(z)] < lz|| VoeX
[Indicacién: Considérense f+gvy f — g

Ejercicio 1.3.3. Sea X un espacio normado complejo, y f : C — X una funcion
entera, es decir, derivable en todo punto de C. Probar que, si f estd acotada, entonces
f es constante. (Se supone conocido el caso X = C).

Ejercicio 1.3.4. Sea X un espacio de Banach y Z un subespacio cerrado de X*,
tal que Z # X*. Supongamos que Z separa los puntos de X, es decir,

reX, 2"(x)=0V2e'eZ = =0
Probar que X no es reflexivo.

Ejercicio 1.3.5. Probar que un subespacio de ¢y, con la norma inducida por ¢y, no
puede ser isomorfo a /7.

Ejercicio 1.3.6. Sean X un espacio normado y M un subespacio vectorial de X.
Probar que para cada operador T' € L(M, (), existe S € L(X,ly) tal que S|y =T
y 151 = 171-

Ejercicio 1.3.7. Sean X un espacio normado, M un subespacio cerrado y u € X.
Probar que existe f € X* tal que |f(z)| < dist(z, M) para todo v € X y f(u) =
dist(u, M).

Ejercicio 1.3.8. Fijado n € N, probar que existe un funcional lineal y continuo
f en C'[0,1] verificando que f(p) = p/(0) para todo polinomio p de grado menor o
igual que n. {Existe un funcional lineal y continuo f en C'[0, 1] tal que f(p) = p/(0)
para todo polinomio p?
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Ejercicio 1.3.9. (Limites de Banach) Para cada n € N consideramos f,, : (o, — K
el funcional definido por

n

Sea M ={x € b : {fn(x)} converge} y definamos f(x) = h'in fo(z) (x € M).

a) Probar que f, € ¢ y que ||f.| = 1 para todo n € N.

b) Probar que M es un subespacio vectorial de ., que contiene al espacio ¢ de
las sucesiones convergentes.

c) Probar que f € M* con || f|| =1y que f(z) =lim{z,} para todo x € c.

d) Sea 7(z) = (2(2),2(3),...) para todo z € {. Probar que z — 7(z) € ker(f) C
M para todo = € (.

e) Deducir que existe L € £, extensién de f, tal que | L] =1y L(x) = L(7"(z))
para todo x € (., y para todo n € N.

f) Probar que L(0,1/2,0,1/2,...) = /4. [Indicacién: comparar con L(1/2,0,1/2,0,...)].
. Cuanto vale L(1,0,0,1,0,0,1,...)7

Ejercicio 1.3.10. Sean A y B subconjuntos no vacios, abiertos, convexos y disjuntos
de un espacio normado X. Probar que existen f € X* con [|[f|| =1y a € R tales
que Re f(a) < a < Re f(b) para todo a € Ay b € B. ;Es siempre posible encontrar
f tal que supRe f(A) < inf Re f(B)?
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1.4. Dualidad y topologias débiles

Ejercicio 1.4.1. Sea X un espacio de Banach, {z,} C X, {f,} € X* tales que
{z,} converge débilmente a x € X y {f,} converge en norma a f € X*. Prueba que

lim fu(za) = £ ().

Ejercicio 1.4.2. En /., consideremos la siguiente sucesién de funcionales: para
n €N, ¢, € l; estd definido por

on(z) =2(n) Vo€ ly

Prueba que {¢, : n € N} C Byx+ pero ninguna subsucesién de la sucesién {¢,}
converge en la topologia débil-*, o(¢%_, (). {Contradice esto el Teorema de Banach-
Alaoglu?

Ejercicio 1.4.3. Consideremos los funcionales ¢, € C' [—1,1]" dados por

on(f) = f(Yn) = f(/n) VfeC[-1,1],VneN

Prueba que {¢,} — 0 en la topologia o(C [—1,1]",C'[—1,1]) pero no en la norma
de C'[-1,1]".

Ejercicio 1.4.4. Sea, para cada n € N ¢, : ¢¢ — K definida por

on(r) = z(1) + m(2)n+ oo+ x(n) Ve e

a) Prueba que ¢, € ¢ y calcula su norma.

b) Prueba que {¢,} — 0 en la topologia o(cg, cy) pero no en la topologia
(5, ¢57)-

Ejercicio 1.4.5. Sea X un espacio de Banach separable de dimension infinita.
Construye un operador lineal y continuo 7' : X — ¢y que no alcance su norma.

[Idea: prueba que existe una sucesién {z}} C Sx~ que converge a 0 en la topologia
o(X*, X))

12 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

Analisis Funcional. Ejercicios 1.5. El Ppio. de Acotacion Uniforme

1.5. El Ppio. de Acotacién Uniforme

Ejercicio 1.5.1. Probar que, en el espacio de Banach C'[0, 1], las funciones que son
derivables en el punto /2 forman un conjunto de primera categoria.

Ejercicio 1.5.2. Sea y € KV una sucesién de escalares y sea 1 < p < co. Suponga-
mos que, para todo x € £, la serie

> a(n)y(n)
n=1
estd acotada. Probar que y € £,-.

Ejercicio 1.5.3. Sean X e Y espacios de Banach y sea T': X — Y un operador
lineal. Probar que T' es un monomorfismo si, y sélo si, existen «, 5 € R tales que:

allz| < T ()| < Bll=l] VreX

Ejercicio 1.5.4. Probar que el conjunto de los monomorfismos entre dos espacios
de Banach es abierto en el espacio de todos los operadores lineales y continuos.

Ejercicio 1.5.5. Sean X e Y espacios de Banach y T € L(X,Y). Probar que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Existe S € L(Y, X) tal que S(7T'(z)) = x para todo = € X.
b) T es inyectivo y T'(X) es un subespacio complementado de Y.

Ejercicio 1.5.6. Sean X un espacio de Banach, Y un espacio normadoy 7" : X —
Y una aplicacion lineal. Se define una nueva norma en X mediante la expresion
|lz|l1 = ||z|| + ||T'(z)|| para todo € X. Probar que las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) T es continua.
b) |- |l v || - ||s son normas equivalentes.

c) |- |lx es una norma completa en X.

Ejercicio 1.5.7. Probar que no existe ninguna sucesiéon v = {u,} en K tal que,
para toda sucesiéon z = {x,} en K, se verifica que:

r €l < {x,u,} estd acotada.

[Sugerencia: Supuesta la existencia de una tal sucesién v = {u,}, nétese que se

puede suponer que todos sus términos son no nulos, y considérese para cada sucesion
r = {z,} la sucesién 2’ = {h}, y demuéstrese que la aplicaciéon x — 2’ seria un

Un

isomorfismo topoldgico de £, sobre /1].

Ejercicio 1.5.8. Sea X un espacio de Banach real. Dada una aplicacién lineal
T :X — Ly ([0,1]) se considera, para cada A C [0, 1] medible, el funcional lineal
T4 : X — R definido por

Ta(z) = /A T(x) da

Probar que si T4 € X* para todo A C [0, 1] medible, entonces T" es continua.
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Ejercicio 1.5.9. Sean X un espacio de Banach real y 7' : X — C' ([0, 1], R) una
aplicacién lineal. Se considera, para cadan € NU{0}, el funcional lineal T,, : X — R
definido por

1
T.(z) = / t"T(x)(t) dt
0
Probar que si T, € X* para todo n € NU {0}, entonces T" es continua.

Ejercicio 1.5.10. Sean (FE,d) un espacio métrico y X un espacio normado. Probar
que una funcién F' : E — X es lipschitziana si, y solo si, para todo z* € X*, la
funcién x* o F : E — K lo es.

Ejercicio 1.5.11. Sea H el espacio vectorial de las funciones enteras de variable
compleja.

a) Probar que la férmula
[fIl = méx{[f(2)] : |z| = 1}
define una norma en H.

b) Probar que la aplicacién F : H — H definida por

z

FNI)=F(5) (Fer, z€0)

es una biyeccién lineal y continua. (Indicacién: Utilizar el principio del médulo
maximo).

c) Probar que F~! es discontinua.

d) ;.Es H un espacio de Banach?
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